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1. INTRODUCTION
La preuve de la conjecture de MahlerManin (voir [BDGP]) a
imme diatement pose la question d’une mesure de transcendance de J(q),
pour q # Q , |q| # ]0, 1[ (J est le de veloppement de Fourier a l’infini de
l’invariant modulaire). Il e tait ne cessaire, pour cela, de disposer d’un lemme
de ze ros relatif a J : c’est l’objet de cet article.
Le de veloppement de Fourier a l’infini de l’invariant modulaire j (voir
[Lan1])
J(T )=
(1+240 n1 n
3T n(1&T n))3
T (>n1 (1&T
n))24
=
1
T
+744+ :
n1
c(n)T n,
se rie de Laurent a coefficients entiers naturels, de finit une fonction analyti-
que sur le disque unite pointe [z # C; 0<|z|<1] de C. Nous allons
prouver le lemme de ze ros suivant:
The ore me 1. Soit P # C[X, Y] un polyno^me non nul dont les degre s
partiels satisfont
degX PL1 et degY PL2 ,
avec L2  1. Alors l ’ordre en 0 de la se rie de Laurent F(T ) =P(T, J(T )) #
C((T )) est majore par
ord0F9L1 L2+ 32 L2&
1
2 .
Le re sultat obtenu est de la forme que l’on espe re dans ce genre de situa-
tion. Le principe de la de monstration est original. Dans une premie re partie,
on associe, a un polyno^me P # C[X, Y], un ‘‘polyno^me modulaire’’ Q; dans
la seconde partie, on utilise les se ries de Puiseux pour conclure a la
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non-nullite d’un polyno^me construit par e limination a partir des polyno^mes
P et Q.
1. NOTATIONS
Les notions et les re sultats qui suivent sont expose s notamment dans
[Web] ou [Lan1]. Pour tout entier n2, soit 2n* l’ensemble
2n*={\ac
b
d+ # M2(Z); ad&bc=n, (a, b, c, d )=1= .
Nous dirons que :, ; # 2n* sont e quivalentes, et nous le noterons :t;, s’il
existe # # SL2(Z) telle que :=# } ;. L’ensemble quotient de 2n* par la rela-
tion d’e quivalence t admet pour syste me de repre sentants
C(n)={\a0
b
d+ # M2(Z); a0, d0, ad=n, 0b<d, (a, b, d )=1= .
L’ensemble C(n) posse de (n) e le ments, que nous noterons :1 , ..., :(n) , ou
(n)=n > p | n (1+(1p)), le produit portant sur tous les diviseurs premiers
de n. On fait agir M+2 (Z)=[# # M2(Z); det(#)>0] sur le demi-plan de
Poincare H=[z # C; Imz>0] de la fac on suivante: pour #=( ac
b
d ) #
M+2 (Z) et pour { # H, #({)=(a{+b)(c{+d ). Nous noterons indiffe rem-
ment # la matrice et la fonction de H dans H ainsi de finie.
Inte ressons-nous a pre sent a des proprie te s de l’invariant modulaire j.
Rappelons que j et J sont lie s par:
j ({)=J(e2i?{ ), pour tout { # H.
La modularite de j se traduit par le fait que si :, ; # 2n* et si :t;, alors
j b :=j b ;.
Soit # # SL2(Z). Pour tout : # 2n*, on a : .# # 2n*.
Pour k, l # [1, ..., (n)], si :k .#t:l .#, alors :kt:l et donc k=l. Ainsi,
l’application :k
t [ :k .#
t est une permutation de l’ensemble quotient 2*nt
de 2n* par la relation d’e quivalence t, et par conse quent
[ j b :1 b #, ..., j b :(n) b #]=[ j b :1 , ..., j b :(n) ].
Notons Kn=C( j, j b :1 , ..., j b :(n)). On fait agir a droite SL2(Z) sur Kn :
pour # # SL2(Z), de finissons .# : Kn  Knf [ f b # . Nous venons de voir que .# induit
une permutation de [ j b :1 , ..., j b :(n) ]. De plus, .# est un morphisme du
corps Kn tel que .#( j )=j. On prolonge .# de manie re naturelle en un
morphisme de l’anneau Kn[X].
Dans toute la suite, nous utiliserons ces proprie te s pour n=2.
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2. DE MONSTRATION DU THE ORE ME
Soit P # C[X, Y] un polyno^me non nul dont les degre s partiels satisfont
degX PL1 et degY PL2 , avec L21. Notons F(T)=P(T, J(T )) #
C((T )). La se rie F n’est pas nulle, car la se rie J(T ) est transcendante sur
C((T )) (voir [BDGP, lemme 4]). Traitons se pare ment diffe rents cas avant
de conclure.
2.1. Si degY P=0
Dans ce cas, P(X, Y )=P0(X ) # C[X] et alors
ord0 FdegX P.
2.2. Si degX P=0
Dans ce cas, P(X, Y)=P1(Y ) # C[Y] et alors, comme ord0 J=&1,
on a
ord0 F=&degY P.
2.3. Si degX P degY P{0 et si P est irre ductible dans C[X, Y]
En nous inspirant de la me thode de construction du polyno^me
modulaire 82(X, Y ) (voir [Web] ou [Lan1]), nous allons construire a
partir de P un polyno^me Q(X, Y ), dont nous ma@^triserons les degre s par-
tiels, et que nous saurons lier a F. Puis en e liminant l’inde termine e Y entre
P et Q gra^ce a un re sultant, nous obtiendrons une majoration de ord0 F.
Nous allons travailler avec les notations du paragraphe 1, en choisissant
n=2 (et alors (2)=3).
(a) Conside rons le polyno^me de K2[X]
S(X)= ‘
3
k=1
P(X, j b :k).
Pour tout # # SL2(Z), on a .#(S )(X )=S(X ) car .# induit une permutation
de [ j b :1 , j b :2 , j b :3 ]. Les coefficients du polyno^me S sont donc invariants
sous SL2(Z), et ce sont des fonctions holomorphes sur H, et me romorphes
a l’infini. On de duit donc de [Lan1, the ore me 2, p. 54, chapitre 5, para-
graphe 2], que les coefficients de S sont des polyno^mes en j, c’est a dire
qu’il existe un polyno^me Q # C[X, Y] tel que
S(X )=Q(X, j ).
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(b) Nous voulons a pre sent majorer les degre s partiels de Q en fonc-
tion de degX P et degY P.
Il est clair que
degX Q=3 degX P.
Inte ressons-nous a degY Q en e tudiant la partie polaire pre ponde rante des
coefficients de S(X ) a l’infini. Notons
P(X, Y )= :
deg X P
l=0
pl (Y )X l.
Si :=( a0
b
d ) # C(2), on a ad=2 et donc
j b :({)=j \a
2{+ab
2 +=e&i?(a2{+ab)+744+ :n1 c(n)e
i?n(a2{+ab).
Pour 0ldegX P, la fonction pl ( j b :) a donc une partie polaire pre -
ponde rante en e&i?{a 2 deg pl, et l’exposant de e&i?{ est a2 degY P. Or nous
avons [:1 , :2 , :3]=[( 20
0
1), (
1
0
0
2), (
1
0
1
2)]. Il s’ensuit que pour un coefficient
de S, la partie polaire dominante a un exposant en e&i?{ au plus e gal a
(4+1+1) degY P=6 degY P. Puisque les coefficients de S s’expriment en
re alite en e2i?{, la partie polaire dominante de S a un exposant en e&2i?{ au
plus e gal a 3 degY P. On en de duit
degY Q3 degY P.
(c) Nous allons maintenant e liminer Y entre les polyno^mes P(X, Y )2
et Q(X2, Y ). Pour cela, on les regarde comme des polyno^mes de C[X][Y]
et on conside re leur re sultant (voir [Lan2, chapitre V, paragraphe 10]),
R(X )=Re sY (P(X, Y )2, Q(X2, Y )) # C[X].
Il existe deux polyno^mes A et B # C[X, Y] tels que:
R(X )=A(X, Y ) P(X, Y)2+B(X, Y) Q(X2, Y ),
degY A(X, Y )degY Q(X2, Y )&1,
(1)
degY B(X, Y )degY P(X, Y )2&1,
deg R(X )degX Q(X2, Y ) degY P(X, Y )2
+degY Q(X2, Y ) degX P(X, Y )2.
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On en de duit
degY A(X, Y )3 degY P(X, Y )&1,
degY B(X, Y )2 degY P(X, Y )&1,
deg R(X )18 degX P(X, Y ) degY P(X, Y).
(d) Supposons dans un premier temps que R n’est pas le polyno^me
nul, ce que nous prouverons au paragraphe e.
On a:
ord0 A(T, J(T ))&3 degY P+1,
ord0 B(T, J(T ))&2 degY P+1,
ord0 R(T )18 degX P degY P.
Estimons ord0 Q(T 2, J(T )). Tout z # C tel que 0<|z|<1 s’e crit z=e2i?{,
avec { # H. On a
Q(z2, J(z))=P(z2, J(z2 )) g({)
ou
g({)=P \e4i?{, j \{2++ P \e4i?{, j \
{+1
2 ++ .
On remarque que pour tout { # H, on a g({+1)=g({); il existe donc une
se rie G(T ) # C((T)) de finissant une fonction G analytique dans le disque
unite pointe de C telle que g({)=G(e2i?{) pour tout { # H. E tudions
ord0 G. Le terme principal du de veloppement de Laurent en ei?{ de
P(e4i?{, j ({2)) ou de P(e4i?{, j (({+1)2)) est d’exposant au moins e gal a
&degY P (car j ({2)=e&i?{+744+n1 c(n) ei?{n } } } ). Il en re sulte que
ord0 G(T )&(22) degY P, et donc que
ord0 Q(T 2, J(T ))2 ord0 F(T)&degY P.
De plus, d’apre s (1), nous avons
ord0 R(T )min(ord0 A(T, J(T ))+2 ord0 F(T );
ord0 B(T, J(T ))+ord0 Q(T 2, J(T)),
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d’ou
18 degX P degY P2 ord0 F(T )&3 degY P+1,
c’est a dire
ord0 F(T)9 degX P degY P+ 32 degY P&
1
2.
(e) Il nous faut maintenant prouver que R{0.
Soit J(T ) # C((T )) la se rie de Laurent en 0 de J. Nous allons voir que,
si R=0, alors toute racine dans C((T )) du polyno^me P(X, J((T )) #
C((T ))[X] est un mono^me. Comme la fonction J est transcendante, cela est
impossible, ce qui prouve que R{0.
La clo^ture alge brique du corps des se ries de Laurent C((T )) est le corps
des se ries de Puiseux (voir [Gra] ou [Pic]), note
C((T ))={ :kk0 akT
kq ; k0 # Z, q # N"[0], ak # C pour kk0= .
Si :=( a0
b
d ) # C(2), alors j b : a, a l’infini, pour de veloppement en se rie de
Puiseux V(T)=J(e2i?(bd )T ad ). Notons, pour k # [1, 2, 3], Vk(T ) la se rie
de Puiseux correspondant a :k # C(2). On a
Q(X2, J(T ))= ‘
3
k=1
P(X2, Vk(T )) # C((T ))[X].
Le polyno^me P e tant irre ductible, R(X)=Re sY (P(X, Y )2, Q(X2, Y ))=0
implique que P(X, Y ) divise Q(X 2, Y ) dans C[X, Y], et donc P(X, J(T ))
divise Q(X 2, J(T )) dans C((T))[X].
Soit W(T) # C((T )) une racine de P(X, J(T )) # C((T ))[X]. W(T) est
donc aussi racine du polyno^me Q(X2, J(T)), et il existe k # [1, 2, 3] tel que
P(W(T )2, Vk(T ))=0. Autrement dit, il existe :=( a0
b
d) # C(2) tel que
P(W(T )2, J(e2i?(bd )T ad ))=0, soit encore que
P(W2(e&2i?(ba)T (da)), J(T))=0.
En remarquant que ba # [0, 1] et da # [2, 12], il vient:
Si W(T ) # C((T)) est une racine de P(X, J(T )) # C((T ))[X], alors il
existe f # [2, 12] tel que W
2(T f ) soit aussi une racine de ce polyno^me.
Nous allons prouver qu’alors W(T ) est un mono^me.
On va proce der par l’absurde. Notons W(T)=T k 0 q k0 ak T kq, avec
q # N"[0], k0 # Z, ak # C et a0{0. Si W n’est pas un mono^me, notons
k1>0 le plus petit entier strictement positif tel que ak 1{0. Posons
$(W)=( |a0 |, |ak 1 | ) # ]0, +[
2.
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Nous avons vu que W (T )=W2(T f ) est e galement racine de P(X, J(T)), et
W (T )=T 2k0 f q(a20+2a0ak 1 T
k 1 f q+ } } } ). Ainsi W n’est pas un mono^me
et on a $(W )=( |a0 |2, 2 |a0 | |ak 1 | ). Posons W0=W et, pour i1,
Wi=W i&1 . Tous les Wi sont des racines de P(X, J(T )) # C((T ))[X] dans
C((T )), ce ne sont pas des mono^mes, et une re currence facile donne
$(Wi )=( |a0 | 2
i
, 2i |a0 | 2
i&1 |ak 1 | ).
Il en re sulte que tous les $(Wi ) sont diffe rents, donc tous les Wi sont dis-
tincts, ce qui donne une contradiction avec le fait que le polyno^me
P(X, J(T )) # C((T))[X] n’a qu’un nombre fini de racines.
On en de duit que W(T ) est un mono^me, c’est a dire W(T )=a0T k0 q. Il
vient alors P(a0T k 0 q, J(T ))=0, soit encore P(a0 T k0, J(T q))=0, ce qui est
impossible car la se rie J(T q) est transcendante. (En effet, la se rie J(T) est
transcendante, et J(T ) et J(T q) sont lie es par la relation modulaire
8q(J(T ), J(T q))=0 de s que q2; voir [Web] ou [Lan1].) Nous venons
donc de prouver que re sultant R n’est pas le polyno^me nul.
(f ) Conclusion. Nous avons prouve dans ce paragraphe 2.3 que si
degX P degY P{0 et si P est irre ductible sur C[X, Y], alors
ord0 F9 degX P degY P+ 32 degY P&
1
2.
2.4. Cas ge ne ral
Si P est de la forme P(X, Y )=P0(X ) P1(Y), alors, d’apre s les re sultats
des paragraphes 2.1 et 2.2, on a ord0 FL1&degY P9L1L2+ 32L2&
1
2 .
Sinon, on de compose P en produit de facteurs dans C[X, Y] de la fac on
suivante:
P(X, Y )=P0(X ) P1(Y) ‘
t
k=2
Pk(X, Y ),
ou P0 # C[X], P1 # C[Y], Pk(X, Y ) est irre ductible dans C[X, Y] et
degX Pk degY Pk{0 si k # [2, ..., t].
On a ord0 F=ord0 P0+ord0 P1+tk=2 ord0 Pk(T, J(T)). Les re sultats
obtenus aux paragraphes 2.1, 2.2 et 2.3 donnent:
ord0 FdegX P0&degY P1+9 :
t
k=2
degX Pk degY Pk
+
3
2
:
t
k=2
degY Pk&
t&1
2
,
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et on obtient
ord0FdegX P0&degY P1+9(degX P&degX P0) \ :
t
k=2
degY Pk+
+32 :
t
k=2
degY Pk& 12 .
Le the ore me est ainsi prouve .
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